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随机动力系统中的广义密度演化方程
’

李 杰 陈建兵
同济大学土木工程防灾 国家重点实验室

,

上海 2 0 0 0 9 2

摘要 针对一般随机动力系统
,

考察 了概率守恒原理
.

在考虑随机场 与随机过程分解的意义上
,

探讨 了同时含有初始条件随机性
、

外部激励 随机性和 系统参数随机性 的随机动力系统 中的概率 守

恒原理
.

通 过与连续介质力学中的 E ul er 系统描述与 IaJ gr a n g e 系统描述的比拟
,

深入讨论 了概率守

恒原理 的状态空间描述与随机事件描述
.

特别是在随机事件描述的基础上
,

导出了适用 于随机动力

系统的广义 密度演化方程
.

在此基础上
,

发展 了密度演化理论的分析方法
,

使得范围广泛 的多维随

机动力系统的求解问题迎 刃而解
.

以非线性随机结构的动力响应分析为对象
,

示 例了密度演化理论

的实际应用
.
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随机 动力 系统分 析在物理 学
、

气象 学
、

金 融

学
、

结构与机械系统分析等领域中都是重要而困难

的理论课题〔` 一 3〕
.

在这些领域中
,

系统中的随机性可

能来 自初始条件的不确定性
,

也可能包括外部激励

和系统参数的变异性
.

由于系统中出现的各种随机

性
,

系统的响应 和性态将是 随机变量
、

随机过程或

随机场
,

因而
,

要从样本轨道的角度对 系统进行精

确的把握
,

往往是困难甚至是不可能的
.

而从统计

系综的角度
,

即从系统响应或指标的概率特性特别

是概率分布角度进行考察
,

所获得的信息则常常清

晰而准确
,

在大部分情况下
,

也是足够的
.

这一思路

最早在 统计力学 中获得 发展川
,

而 由 K ol m o g or o v

建立了严密的数学基础川
.

事实上
,

伴随着 20 世纪

60 年代以来关于非线性系统的深入探索
,

密度演化

的思想获得了充分的重视
,

即使在确定性非线性系

统的研究 中
,

采用密度演化 的描述亦可得到意义深

刻的结果阁
.

在仅有初始条件具有随机性的场合
,

随机动力

系统状态 的概率密度 函数 的演 化服从 iL ou vi n e
方

程卜
3

,
5一 7 〕

.

当同时受到 白噪声过程的激励 时
,

条件

转移概率密度 函数满足经典 的 F P K 方程 l[,
8」

.

可惜

的是
,

虽然经过人们不懈的努力图
,

迄今为止
,

多维

随机动力系统 F P K 方程的求解还是相 当困难的研

究课题
.

1 9 5 7 年
,

D o s t u p o v 和 P u g a e h e v 仁, 。〕将 随机

过程的分解引人状态方程
,

对具有随机激励的动力

系统导出了含有 随机参数 的概率密度方程
,

在形式

上
,

这一方程是含有参变数的 iL ou vil l e 方程
.

循此

路线
,

原则上可以给出随机动力系统的状态概率密

度函数及其演化过程
.

与 F P K 方程相比
,

D o s

ut oP v--

P u g ac h e v 方程是一阶偏微分方程
.

然而
,

它仍然是

高维偏微分方程
,

无论是解析还是数值求解都会遇

到极大的困难
.

在这样 的背景下
,

为了实际应用 的

需要
,

人们往往不得不退而求其次
,

通过各种途径

寻求随机动力系统二阶统计量的近似解答
.

例 如
,

在工程随机力学中
,

虽然对 寻求非线性随机动力 系

统的概率密度函数解答进行 了可贵 的探索川
,

但就

一般情况而言
,

无论是考虑激励 随机性的经典 随机

振动理论 s[, 叼
、

还是在 同时考虑系统参数与激励随
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机性的随机结构分析口 `一 ` 3〕 ,

均以获取系统响应量 的

二阶统计量为主要 目标
.

并且
,

即使限于二阶统计

量
,

对 非 线 性 系 统 也 还 没 有 行 之 有 效 的求 解 方

法 巨“
, ` 5〕

,

仔细考察研究者们在寻求随机动力系统的概率

密度函数解答 中的努力可 以发现 l[,
3一 l0j

,

在这些研

究中
,

事实上都蕴涵 了概率守恒的基本思想
,

即
:

为

了建立系统状态的概率密度 函数与
“

随机源
”
的概

率密度函数之间的关系
,

利用了系统演化过程 中状

态空 间的概率总量不变这一基本观念
.

然而
,

由于

对这一原理没有进行深人的探讨
,

特别是没有从随

机事件 的角度考察
,

因而没有发现从一般多维随机

动力系统导出一维密度演化方程 的可能性
.

近年来
,

从密度演化的基本思想 出发
,

本文作者初步发展了

一类密度演化分析方法
,

在随机结构的动力反应与

可靠度分析中取得了较为成功的研究进展口 5一 ` 7〕
.

在

此基础上
,

本文试 图对概率守恒原理进行较为深人

的探讨分析
,

从状态空间和 随机事件 的角度考察概

率守恒的本质
,

针对一般多维随机动力 系统
,

导出

一维的广义密度演化方程
,

从而建立密度演化分析

的一般求解思路
.

作为典型应用
,

讨论 了非线性 随

机结构响应分析 问题
.

1 经典 iL o vu ill e 方程与概率守恒原理的状

态空间描述

为简明起见
,

首先考察 具有 随机初始条件
、

确

定性算子的随机动力系统
.

不失一般性
,

设动力系

统的状态方程为

a P ( x
,
t )

良
d x △ t +

o
(△ t ) ( 2 )

D
l

`

这里 o(
·

)表示高阶无穷小
.

与此同时
,

在 △ t 时间内通过边界 S 流人该 区域

的概率总量为

△ p s

一丁
S
,
·
( X

,
: ) △ X

一 d`
,

( 3 )

其 中 n 为边界外法线向量
.

由 ( 1 )式可知 △ x 一 A ( x
,

t) △ t + o( △ t)
,

代人 ( 3)

式并利用无源向量场的散度定理
,

可得

!
`产

|
`

尸|ì
了

l
esó、

△尸 s
一

5
,
·
( X

, : , A ( X
,
, ,

· n d
·

]
△`

+
·
(△` , -

D

(客丛裂势塑 )
d·

{
△艺+

o (△ t )
.

( 4 )

由于在考察的时间内动力系统 ( 1) 中仅有初始条件

具有随机性
,

此外没有新 的随机 因素 引人
,

也没有

随机因素消失
,

故必然有 △尸 D
一 △尸 S ,

将 (2 )
,

(4 )

式代人
,

并注意到 D 为任意区域
,

可得

即
、
( x

,
z )

.

令

—
刁厅 /

廿

哎 渭

a [ P
、
( x

,
t ) A

,

( x
,
t ) ]

ax
,

= 0
.

( 5 )

X 一 A ( X
, t )

,

X ( t ) I
, 一 ,。

一 X0 ( 1 )

其中 X 为 n 维状态 向量
,

A 一 ( A
l ,

A
: ,

…
,

A
。

)
T

为确定性算子
,

X
。

为初始值向量
.

若 X0 为具有概

率密度函数 p
x 。

( x
。
) 的随机向量

,

则由状态方程 ( 1)

决定的 X ( t) 为随机过程
.

记 X (t ) 的一维概率密度 函数为 p x( x ,

t)
, x -

( x
, ,

x Z ,

一
,

x
、

)
T

.

考察状 态空 间 中的任 意 区域

D
,

其边界为 5
.

在 △ t 时间内
,

区 域 D 内的总概率

增量为

△尸
一 {

D
, ( X

, , + △ , , d X 一

!
。
, ( X

, , , d X -

( 5) 式 即为经典 iL o
vu ill

e 方程
,

它描述 了在给

定的状态方程和随机初始条件下密度 函数的演化过

程
,

是一个密度演化方程川
.

这一方程最早在统计

力学的研究 中提出巨` 〕
.

对于仅有初始条件具有 随机

性的随机动力系统
,

存在诸多导出经典 L io u vi lle 方

程的方法
.

例如
,

文献 [ 1叼 中采用瞬时 向量变换
、

文献 [ 3 ]中采用 F r o b e n i u s 一 P e r r o n 算子
、

文献仁6 ] 中

根据积分常数理论
、

文献 [ 5 ]利用特征函数方法
,

均

导出了同一方程
.

在统计物理学与随机振动理论 中
,

则往往将 iL o u vi ll e 方程作 为 F P K 方程在没有 随机

激励情况下的特例
仁̀

,

8〕
.

在上述推导过程 中
,

利用了 △尸
。
一 △尸

、
这一事

实
,

即对于状态 空间中的任意给定 区域
,

通过边界

流人与流出该 区域 的概率之和等于该 区域内概率的

增量
.

它是随机动力系统中概率守恒原理的表现形

式之一 在一般意义上
,

概率守恒原理可 以表述为
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在保守的随机系统 中
,

系统的概率守恒
.

这里所说

的
“

保守
”
意义为

:

在所考察 的时间范围内系统 中

不增加新的随机因素
,

也没有随机因素消失
.

由于在上述讨论中对概率守恒原理 的理解在状

态空间中进行
,

不妨称之为概率守恒原理 的状态空

间描述 ( 图 1 a( ) )
.

不难 看出
,

它与连续介质力学中

E ul er 坐标系统描述相对应 仁` 8〕
.

2 概率守恒原理的随机事件描述与广义

密度演化方程

2
.

1 概率守恒原理的随机事件描述

应该指出
,

迄今为止对于概率守恒原理 的讨论

限于初始条件具有随机性 的动力系统
,

并且
,

由于

是基于状态空间描述
,

因而没有实现状态方程与密

度演化方程的解藕
.

由此导出的密度演化方程是一

阶高维偏微分方程
,

很难求解
,

这极大地 限制 了密

度演化思想 的应用
.

事实上
,

概率守恒原理具有更

为丰富的内涵
,

它不仅适用 于仅有初始条件具有随

机性的场合
,

还适用于初始条件
、

外部激励 和系统

参数均具有随机性的随机动力系统
.

从随机事件的角度考察 (如图 1 ( b ) )
,

在保守的

随机系统中
,

随机事件在系统演化过程 中既不会消

失
,

也不会增加
.

事实上
,

若在系统演化过程中存在

新加人的随机 因素
,

总可 以 将其 引人
、

并与已有随

机因素一起
、

构成一个增广 的保守随机系统加 以统

一考虑
.

例如
,

对于存在随机激励的随机系统
,

初看

起来似乎系统的随机性是时变 的
,

但是
,

若引用 随

机过程的分解
,

如 K a r h u n e n 一

L o e v e 分解
,

可以将 随

机过程转化为含 有独立 随机 向量 的级数表达 l0[
, `叼

,

这些分解出来的独立随机向量是时不变的
.

类似地
,

随机场中的随机性亦可 以通过独立随机向量加以反

映卿〕
.

因此
,

在一般 的随机动力系统 中
,

其随机性

总是可以通过时不变的随机变量集合加以描述
,

这

事实上是由随机过程或随机场的有 限维概率分布函

数描述和测度论描述的等价性所决定的
.

在下文中
,

若不特别指出
,

随机参数均按上述方式理解
.

这一

事实
,

确保 了通常的随机动力系统总可以转化为保

守的随机系统进行考察
.

根据概率论中的测度论原

理仁2习
,

随机事件的时不变性意味着相应概率测度 的

不变性
.

显然
,

这一事实与连续介质力学 中质量守

恒定律的 L a gr a n ge 坐标系统描述是类 似的即 ]
.

因

此
,

可定义
“
物质导数

”

瓮
(

·

)
·

若 时亥。 : 物理系

统的状态为 ( X
,

口 )
T ,

记状态的联合概率密度函数

为 P 、 ( x
,

a
,

t)
,

则概率守恒原理的随机事件描述

表明

瑟丘
, 、 (一 “

,
艺 , d“ 一 。

,

( 6 ,

其中 X 为系统状态变量
,

。 一 (日
, ,

日
2 ,

…
,

氏
。
)为

系统 中的所有随机因素
,

肠 为随机参数个数
,

月
,

为

初始时刻为月 。
的区域经 aJ co ib 变换在 t 时刻所确定

的相应区域
,

月 。

是初始空间中的任意区域
.

由 R e y n o l d S 转换定理可知 仁̀ 8」 ,

( 6 )式等价于

aP 胭 x(
,

O
,

t)
,

合

—
.

下 /

成 渭

a 二
_

, 。
、 , , _ 、

二

或
Lp ” 又工

’
“

’ ` ’ 八
,
戈工

’ ” , ` ’ 」十

a 厂 , `
、 , , _ 、

二

只万于 L P犯 气x ,
口

, t ) 八。 ,

i 气x
,
口

, t ) 」 =
口口 j

( 7 )

、二=lj

f !时刻的

随机事件

图 l 概 率守恒原理的状态空间描述与随机事件描述

( a) 状态空间中的一个区域 ; ( b) 一个特定的 随机事件
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根据 上述讨 论
,

随机参 数 O 是 时不变 的
,

即

A , ,

~ 口
,

一。 (j 一 1
,

2
,

…
, n 。

)
,

故 (7 )式简化为

旦夕塑 (兰,旦竺趁 +
女具仁xeP (劝

,
, ) A

,

( 二
,

。
, : ) 〕一 。

口石 了二万以
Z j

在所考察的时间区段内
,

事件 {O 一 0} 乃是一

个不变的随机事件
,

在 {O 一引 的条件下
,

X (t )必

然等于 H (0
,

t )
,

而取任何其他 值的概率均 为零
,

即 { X ( t) 一 H ( a
, t ) { 口 一 O } 的概率 为 1

.

因此
,

X ( i) 关于旧一 0} 的条件概率密度函数可表达为

( 8 )

p
、 l。 ( x

,
t }口) 一 占(二 一 H (口

,
t ) )

,

( 1 2 )

与经典 L i o u v i l l e 方程 ( 5 ) 相比
,

( 8 )式 已经推广

适用于更广泛 的随机动力 系统
.

前 已论及
,

在该 系

统中的随机因素 O
,

可以包括来 自初始条件
、

动力

系统参数和随机输人的随机性
.

顺便指出
,

文献 [ 10 ]中亦导 出了方程 ( 8 )
,

并给

出了其解析解的形式表达
.

尽管作者期望它
“

成为

将来发展的新方法可能的出发点
” ,

然而
,

自这一论

文发表近 50 年来
,

与之相关的研究进展甚微 究其

原因
,

在于方程 ( 8) 仍然没有将状态方程与密度演化

方程进行完全的解藕
,

因而不得不面临高维偏微分

方程的求解
,

而这是相当困难
、

有时甚至是不可 能

的
.

其中 占(
·

)为 D ir a e

函数
.

( 1 2 )式对于任何 t 均成立
,

且其概率测度不变
.

换言之
,

( 1 2) 式本质上是概率守恒原理在随机事件

角度 的体现
.

将 ( 1 2) 式两侧关于
t 求导

,

有

即
、 l。 ( x

,
t ! 8 ) _ 汾 ( x 一 H ( 0

, t ) ) _

良 次

韶 ( x 一 H (口
,
t ) )

ax
a ( x 一 H (口

,
t ) )

歇

f
: , 。 、 、

助
x 一。 ( x

,
t {口)

— 」 之 气口 , 乙 /

—
d 石

( 1 3 )

2
.

2 广义密度演化方程

从上述两个不同角度对概率守恒原理的描述显

然将给出等价的结果
.

然而
,

由于不 同的理解角度
,

带来了解决实际问题 的方便性
.

特别是
,

概率守恒

原理的随机事件解释为解决前述 困难 问题提供了契

机
.

为此
,

考虑随机动力系统

根据条件概率公式
,

( X
,

O ) 的联合概率密度

函数为

p 、 (二
,

0
,
t ) 一 p

* l。 ( 二
,
t }口) P

。
(口)

= 占( x 一 H (口
,
t ) ) P

。
( 8 )

.

( 1 4 )

X = G ( X
,

公
,
t )

( 9 ) 由 ( 1 3 )
,

( 24 )式可得

其 中 O 为具有已知联合概率密度 函数 P彩 0) 的随机

向量
.

对于适定的确定性动力学系统
,

状态方程 ( 9) 的

解答存在
、

惟一
,

且它必然是 O 的函数
,

亦即存在

形式解答

旦空茎鲤
二

全鱼卫
.

+ 户( o
,
:

碑夕回三卫过 一 。

次
〔双 {

( 1 5 )

或更明确地

X 一 H ( O
,
t ) ( 1 0 )

鱼渔经全旦里 + 众。
, ,

碑鱼竺生世三 一 。

改

”
一

d
万

( 1 6 )

其分量式可表达为

X
,
一 H

,
( O

,
t ) ( l = 1

,

2
,

…
, n )

,

( 1 1 )

其中 充e(
,

: ) 为 {。 一 6} 条件下 x ( , )的速度
.

根据 ( 1 4) 式
,

不难得到方程 ( 1 6) 的初始条件

为书写简便起 见
,

以下 略去分量 下标 z
,

即将 X/

H
,
l( 一 1

,

2
,

…
, n ) 直接写为 X

,

H
.

p 、 ( x
,

口
,
t ) }

,一 。
一 p

。
(口)占( 二 一 x 。

)
,

( 1 7 )
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其中 x。

为 ( X) t的初始值
.

求得偏微分方程初值问题 ( 6 1)
、

( 17 ) 的解答 之

后
,

即可积分给出 X ( t) 的瞬时概率密度函数

3 密度演化方程的数值求解

,
·
( X

,
才 , 一

丁
。 。

, 、 ( X
,

”
,
! , d“

,

( ` 8 ,

其 中几。
为 O 的分布区域

.

关于上述推导及其结论
,

应该强调
:

( 1) 与经典的和含有参变数的多维 iL ou vi He 方

程 ( 5 )和 ( 8 )不 同
,

( 1 5 ) 和 ( 1 6 )式是关于空 间变量 x

的一维偏微分方程
.

虽然在这里 H (0
,

t) 或 X e(
,

t) 的显式表达一般仍是未知的
,

但从下节的数值算

法可见
,

其显式表达事实上并非必要
.

这将使得一

般的多维非线性随机动力系统 的求解成为现实 ;

( 2) 方程 ( 1 6 )适用于任意线性或非线性随机动

力系统的任意物理量
.

它表明
,

随机动力系统状态

概率密度的演化是 由于相应状态 自身的速度引起所
“

携带
”
的概率迁移的结果

,

而与其他分量无关
.

因

此
,

为了获取任意物理量 的密度演化特征
,

只需获

得相应的速度信息即可
.

( 3 ) 实现 由多 维 L io u v il l e 方程 ( 5 ) 和 ( 8 ) 向一

维偏微分方程 ( 15 ) 和 ( 1 6) 转 化 的关键
,

是对 于物

理解答的考察
,

而不是仍然从状态方 程角度出发
.

正是在物理解 答 ( 10 ) 的意义 上
,

实 现了各个 状态

分量之 间的解藕
.

显然
,

该转化过程是精确 的
、

具

有广泛适用性的
,

而不是在特殊情况下的假定和近

似
.

这一事实
,

从常规的概率守恒原理的状态空间

描述角度似乎难 以理解
,

但从随机事件描述的角度

则是明确而 自然的
:

因为仅从状态分量 的实际演化

过程而非状态方程 的角度来看
,

单个分量本身与随

机参数一起构成一个保守的随机动力系统
,

将所有

的状态分量藕合考 虑并非构成 概率保守 系统的必

要条件
,

正是在上述意义上
,

可称 ( 1 6) 式为广义密度演

化方程
.

值得指出的是
,

利用 同一随机事件状态方程解

答与物理解答的等价性
,

亦可以从 ( 8) 式出发通过对

高维偏微分方程进行积分导出 ( 1 5) 或 ( 1 6) 式
,

详见

文献巨1 6
,

1 7 ]
.

如前所 述
,

对 于 一般 的 动力 系统
,

难 以 得 到

X ( O
,

t) 的显式表达
,

因而广义密度演化方程 ( 16) 的

显式解答 是很 难得 到 的
.

虽然 如此
,

可 以 对方 程

( 1 6) 方便地进行数值求解
.

注意到在方程 ( 1 6 ) 中不

含有关于 O 的偏微分项
,

即在 ( 1 6 ) 式中 O 事实上是

作为一个参数而非变量存在
,

因此
,

求解式 ( 16 ) 时

应首先取定参数 O 的值
,

进而获取系数 X e(
,

t)
,

而

这可 以在给定 O 一 O 的情况下对状态方程 ( 9) 进行确

定性分析得到
.

根据上述求解过程中信息传递的关

系
,

采用密度演化理论求解 随机动力 系统的基本步

骤为
:

(1 ) 在空间 n 。
中选 取离散代表 点 a 。

( q 一 1
,

2
,

…
,

N
s e :
)

,

N
se l

为选取 的离散点总数
; 相应 地

,

进行初始条件 的离散 ;

( 2) 令 。 一氏
,

代人状态方程 (9 )
,

进行确定性时

程积分
,

给出 X (0
,

t) 的数值解答 X e(
。 ,

t二 )
,

其中

` 一 m
·

△ t ( m 一 1
,

2
,

… )
,

△ t 为时间离散步长 ;

( 3 ) 将 X (口
。 ,

z扭 )代入广义密度演化方程 ( 1 6 )
,

采用有限差分方法求解给 出 P、 ( x
,

e
,

t) 的数值

解答 P、 ( x
, ,

O。 ,
t 走 )

,

这里 x
,

一 x 。

+ j
·

△x (j -

。
,

士 1
,

士 2
,

一 )
,

△x 为空间离散步长
, t * 一 k

·

△牙
,

△矛为差分时间步长 ;

( 4 ) 对式 ( 18 )进行数 值积分
,

给出 P
x

( x
, t )

的数值解答 p
二

( x
, ,

t走 .)

在步骤 ( 1) 中
,

选点规则是关系到计算工作量大

小的关键
.

在 、 一 1
,

2 的场合
,

可以直接按照均匀

网格划分的格栅型选点规则
,

当 、 ) 3 时
,

格栅型

选点规则将导致过大的计算工作量
,

此时
,

需要对

选点规则进行专 门的研究
.

采用新近发展的映射降

维算法卿〕和数论选点方法山〕 ,

可以将 肠 个随机变

量时的随机动力系统的分析工作量降到与
n 。
一 1 时

大体相当的水平
.

限于篇幅
,

兹不赘述
.

步骤 ( 2) 是 常规 的确定性 动力 系统 时程分析过

程
,

在计算数学和计算力学 中已 经发展多种有效 的

时程积分方法可资选用 laE
,
2叼

.

广义密度演化方程 ( 16) 是一个守恒型偏微分方

程
,

在计算流体力学中对该类方程的数值求解算法

进行 了卓有成效 的研究嘟
,

川
,

有 限差分方法是其中
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实施较为方便且具有 良好精度的一种算法
.

在差分

格式 中
,

L a 片w en d or ff 格式 是具 有二 阶精 度 的格

式
,

但它具有较 明显的色散效应
,

从 而使得直接采

用 L a 二W
e n d or ff ( L

一

W )格式计算 的结果往往不能确

保密度 函数 的非负性
.

在此情 况下
,

在 L a --x W en
-

dr of f 格式 中施加通量 限制器
,

可构成具有 T V D 性

质的差分格式
,

它具有较为理想 的计算性 能
,

具体

实施参见文献 [ 15 一 1 7 ]
,

兹不赘述
.

从上述步骤可见
:

密度演化分析的基本过程是

常规 的确定性分析与有 限差分方法 的结合
.

因此
,

很容易在现有确定性系统分析程序的基础上实现密

度演化分析功能的扩充
.

上述数值算法构成 了密度演化理论求解随机动

力系统的一般过程
.

4 密度演化理论的应用

密度演化理论具有广 阔的应用前景
.

为简 明起

见
,

这里仅以随机结构动力非线性反应分析为例加

以说明
.

在工程结构分析 中
,

同时考虑工程结构 参数 的

随机性与激励的随机性
,

对于准确地把握结构的性

能
、

进行结构 的可靠性评估是非常重要 的阳
」

.

尽管

自 20 世纪 60 年代末 以来进行了大量 的研究
,

提 出

了随 机 模 拟
、

随 机 摄 动
、

正 交 展 开 等 诸 多 方

法 〔“ 一 ` 3〕
,

但迄今为止仅正交展开方法对求取线性结

构动力响应的二阶统计量较为成功
.

而对非线性结

构响应特征的获取
,

则 尚无有效 的途径少〕
.

与此形

成鲜明的对照
,

采用密度演化分析可 以方便地获取

结构动力响应 的概率密度函数及其演化过程比
一 ’ 7〕

.

不失一般性
,

非线性工程结 构系统可离散为多

自由度体系

M ( O ) X 十 C ( O ) X + f ( O
,

X ) = F ( O
,
t )

( 1 9 )

其中 M
,

C 分别为质量和阻尼矩 阵
,

X
,

X
,

X 分

别为加速度
,

速度和位移 向量
,

了为非线性恢复力

向量
,

F 为动力激励 向量
,

O 为结构参数 与激励 中

的随机参数
,

其联合概率密度函数 P杯 0) 已知
.

针对这一随机动力系统
,

只需上节数值算法中

步骤 ( 2) 求 解 状 态方 程 ( 9) 转 换 为求 解 动力 方程

( 1 9 )
,

即可采用相同的步骤进行密度演化分析
.

为此
,

考察一个典 型的 10 层框架结构郎
〕

.

其

柱截面尺寸为 4 5 Om m x 4 5 o m m
,

柱高 人,
~ 4 m

,

人=

3 m
.

从顶层 向下各层的集 中质量均值分别为 1
.

5
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

0
,

2
.

2 只 10
5
k g

,

各 层柱 的弹性模量 均值分别 为 2
.

8
,

2
.

8
,

3
.

0
,

3
.

0
,

3
.

0
,

3
.

0
,

3
.

2 5
,

3
.

2 5
,

3
.

2 5
,

3
.

25 只 1 0 ` 0 P a
.

集中质量和弹性模量均为正态分布

的随机变量
,

从 顶层 向下每两层的质量完全相关
,

即每两层质量的随机性可 以用同一个标准化随机变

量表示
.

弹性模量 的分布类似
.

质量和弹性模量 的

随机性共 由 10 个标准化独立随机变量刻划
,

其变异

系数均为 。
.

2
.

结构的层间恢复力采用连续可微
、

能够反 映构

件的强度退化
、

刚度退化和捏拢效应等典型非线性

特性的 B o u e 一

W
e n 一

B a b e r 一N o o r i 模型仁2 7
,
2 8 ]

.

在此模型

中
,

共有 13 个基本参数
,

其 中
a

为屈服后与屈服前

的刚度 比
、

A
,

夕
,

z
, n 为 曲线基本形 状参数

、

vd

为反映强度退化性质的参数
、

d ,

为反映刚度退化性

质的参数
、

p
,

q
,

沪
,

d , ,

几
,

参为反映捏拢效应的

参数
.

根据参数灵敏 度分析
,

本文 中以 召
,

y
,

d
。 ,

d , ,

营
、

为正态分布 的独立随机变量
,

其均值分别为

拜。一 1 4 0
,

产 ,
一 2 0

,
产己

。

一 2 0 0
,

产己 ,
一 2 0 0

,

尸。 一 O
·

9 5 变

异系数均为 0
.

3
.

其余参数取确定性的值 A 一 1
, n 一

1
,

q 一 O
,

P = 2 5 0 0
,

d , = 0
.

0 1
,

沪一 0
.

0 0 3
,

几 =

0
.

0 0 3
.

阻尼力采用 R a y l e i g h 模型
,

C 一
` z
M + bK

, ,

K
,

为瞬时刚度矩阵
,

取 a 一 0
.

01
,

b 一 0
.

0 05
.

随机地震动输人采用基于物理 的地震动模型
` 〕 .

该模型考虑 了基岩地震动的不确定性 和场地土条件

的不确定性
,

引人基岩地震动随机 F o ur i e r
谱幅值参

数 F 。 、

场地频率 。 。

与阻尼 比 肠 作为独 立随机 参

数
,

通过对实际地震 记录的分析识别
,

采用对数正

态分布
,

其 均值 和 变异 系 数分 别取 为 脚
。

一 .0 9,

脚
。

一 2 5
,
群 ; 一 O

,

7
,

占: 。

一 O
·

5
,

氏
。

一 O
·

4
,

a 、 一 0
.

3
.

由上可知
,

在本文的结构分析中共含有 18 个随

机参数
,

其中质量与刚度参数 10 个
、

恢复力模型中

5 个
、

随机地震动模型中 3 个
.

1) 艾晓秋
.

基 于随机地震动模型的地下管线地震反应及抗震可靠度研究
.

同济大学博士学位论文
,

上海
, 2。。 5
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图 2 (
a

)为按照密度演化分析计算的均值和标准

差
,

图中示出了采用 L
一

W 格式与采用 T V D 格式计

算的结果
.

两种不 同的差分格式给出一致的均值与

标准差解答
,

但 T V D 格式 能够避免所计算得 到的

概率密度 函数 出现 负值
.

本例的密度演化分析 中
,

采用数论方法并进行超球体筛选给出 20 8 个离散代

表点
,

仅需时不到 2 00
5 ,

而采用常规的 M o nt e c ar lo

模拟往往需要进 行上万次甚 至数十万次确 定性分

析
,

其计算工作量是密度演化分析的百倍 以上
.

与

此同时
,

密度演化理论具有较高的精度如
,

3。〕
.

不仅如

此
,

密度演化分析还可以给出概率密度函数的解答及

其演化进程
.

图 2 ( b) 为典型时刻的概率密度函数
,

图

2 ( c )为概率密度函数随时间的演化曲面
,

图 2 ( d) 为演

化曲面的等概率密度线
.

由此可见
,

概率密度演化的

过程实际上是非平稳的概率流动过程
,

而瞬时概率密

度函数往往与正态分布等规则分布相去甚远
.

图 2 结构 响应 的概率信息

a( ) 均值与标准差 ( L
一

W 与 T V D 格式 ) ; ( b) 典型时刻的概率密度函数
;

( c) 概率密度演化曲面 ; ( d) 等概率密度线

5 结语

在具有随机初始条件和随机激励 的动力 系统中

概率守恒
,

这一事实作为一个经典结论已为人所知
.

本文对这一原理进行 了进一步探讨
,

考察了同时在

初始条件
、

外部激励和系统特性中含有随机性的随

机动力系统 中的概率守恒 问题
.

讨论了概率守恒原

理的状态空间描述和随机事件描述
.

在随机事件描

述的基础上
,

导出了适用于很广范围内的随机系统

的一维广义密度演化方程
,

从而为近年发展起来 的

密度演化分析方法建立了理论基础
.

通过非线性随

机结构动力响应分析
,

给出了密度演化理论 的应用

实例
.
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